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FUNDAMENTACION AXIOMATICA DE LA GONIOMETRIA
Por
M.ANllEL VINENT
(Departamento de Matematicas U.N.)
DEFINI CION I PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES SECANTE (Sc.) COSECANTE (CC).
'tt-»
78
sc Cl-.-1..-- cs a.
sc. es una funcion
Inmediato de la definicion
7Cf-D c c Q.=SC('7tf'2.-a.)
80 cc es una f'un ci on
Inmediato de la definicion
81 CC a. =~
De ('1'1- D) y (1- D)
82 sc 0=1 sc 0 - _1 - -+ -1- cs 0 - -
83 CC!=, c c =-'- _-1.-_1
5'1'\. I
84 O<o..~-l ,implica, SC Cl.. ~ I
Puesto que o < cs 0.. ~ 1
85 O<o..~-f- ,implica, CC A. ~1
Puesto que 0 < sno.. ~ 1
86 sc p.. = SC(-~)
De la paridad de la funcion coseno.
87 CC 0.. = - cc (- a)
De In imparidad de la funcion seno.








Iv... $1:. x.-/i- e<:(:It-;x.)=I,- CC 14=+00
~""I)-' ;1;"'1':1- 2. 1(->'"
Inrnediato de la periodicidad de la funci6n
coBeno y de la p~riodicidad de la funci6 seno,
se deduce asimisffiQ!
92 Secante eG una funci6n mon6tona creciente en el .in t er-vaLo
(0, "!rIot)
Es decir que si o.<6,~,O<0..<!-,y O<b<f"
SEl debe verifi car que SC0.< SC bolo que es 10
nu amo , sc a. < sc: Co-+ c ) ,doY1cl.e C= b- 0...
93
En efecto,
~ , q Q-CS«HC)
SC(1l+C)-5C a.C<~l-CS~~ <>(o.+Ocso.. >0.
Secan te es una funci6n convexa en el in t.er va l c (0, 7r/.z-)
Tenemos que demostrar que si 0 < 0.< "ri) Y
0< b<. lr/.a.) y a.. b
i I Q.+bse cumple que, ~(sc 0..+ SCb)-SC ---,:- > 0
Puesto que la funci6n CS es c6ncava tenemos
que cso.+ cslt<CSM que equivale a,, ;{. ";.t
,?" ~C~o. .. csL ~ S'~ :z,
Por 10 que bas tara dernostrar que,
--L- +~ l. ~O:t C~ a. J. C~ b c sa. -t <5 b
En efecto,
-1-. + -L.. _..t _ .>:C_~-:~~~~~~~+-r:.;;;,.;;:.;.:::.
2cS a. .2." b cSQ.+csla
_CGso.tcSl,)(clo.+ <sb)-1'cso.. csb _ ('$ et -C$b)'"
- '" <sa. cs~ (cto..+ cs I.) - I1csQ.al; (qQ.-;- csb)








Cosecante as una f'unci on monotona decreciente en el intervalo
(0) ~). Inmediato de (79-D) y (92)
Cosecante es una funci on ccnvexa en el intervalo (O,7rI.l,J
Inmediato de (79-D) y (93)
Cosecante es una f'un ci on continua exepto en los puntos X=?'t'Tl:.
Demostracion analoga a la de (94).
El dominio de la funcion secante es la clase de los reales
di feren tes de G.z?\.+ 1)'ft/..t
Evidente de ("fA)
El codominio de la funcion secante es la clase de los ~ tales
que 111 '> 1
Inmediato de (84) y (86) y (89)
100 El dominio de la fun cion secante es la clase de los reales di-
ferentes de '''-'It'
Evidente de (14)
101 El Codominio de la fun cion Secante es la clase de los ~ ta-
les que 11 \ ~ 1




Veamos ahara como se demuestran las proposiciones que se re-
fieren a "argum.entos" en alguna relaci6.n notable y las rela-
ciones que corresponden a sus respectivos valores de funcion,
sin recurrir, como se suele hacer, a la intuicion grafica.
Ejemplo 10
't>- 0.. _'1r/.<,. , implica
Ejemplo 20
b +a. = 'It"
en efecto,
b= 1T/2 "1' "" , y tenemos entonces,
$'11 b = S'''(1Ji -t 0..)= $-?I 1. (.$ 4."1' CS '71'1;. S'Il. a.
= 1 cs 0.. - cs a..
Implica
en efecto,
b-1I:"-0.. y entonces c....b=~(-rt'-b)
=s" 'TC Cle). - cS'J[" s",o.. = -{-S'l\ 0..) = ~ It. '
Las demas proposiciones de este tipo pueden demostrarse de
una manera analoga.
Citaremos las siguientes, que necesitaremos para la represen-
104
t.a c i on grafica lie las f'un.c i one s ,
b-Q.=o1t impliGa S1\ b =- 51\ e,
b + o.=21t' implica S1\ b= - s" ~
b+ Cl.="R': implica CC \, = C:C 0.-
b-Q.=1t impli ca ee b = - CC: Q..





DEFINICION DE LAS FUNGI ONES INVERSAS
Debido a la periodicidad de todas las funciones goniometri-
cas estas no son biunivocas. En estas condiciones para po -
der definir la correspondiente funcion inversa debemos res-
tringir su dominio
Las funciones inversas recibiran las siguientes denominacio-
nes;
"Argumen to cuyo ~"O es X:' (Ofe," X )
"Argumento cuyo COSUIO es X;' (_re" X)
"Argumento cuya t'.....~ 1$ x" (",ret1\. 'X)
"Argumento cuya coi~,~tt ~5 ;i'(Q.T"t ~)
"Argumento cuya 5eCll:l\te es x." (Clrc:SC:x)
Definiremos estas funciones de la siguiente manera:
lO9-D ':Ja dTC Sl'I X equivale a decir que, l:..=S\<\'\l C-I ~~ ~*)
i ic-n 1- QteeS z, equi vale a decir que, x,,,, C5 1 (O~~ ~1t")
lll-D '/= Q.rc~ % equivale a decir que, x=i"lt ,(-!<'1<!-)
112-D 1:=: ().TU.t 'lC equivale a decir que, X. = ct ~ (o<.j e-re)
113-D 'j. Il.l'(SC X. equivale a decir que, ')(=SC~ (Q ~~~k,*=f)
114-D Yc4rcee X. equivale a decir que, x= cc, "3 t-!~~~~.0)
REPRESENTACION GRAFIGA DE LAS FUNGIONES GONIOMETRIGAS
Es faot:ilconocer el comportamiento grafico de las funciones
goniometricas a partir de algunas de las propiedades estudia-
das.
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En cada caso indicaremos las proposiciones que nos informan
sobre las peculiaridades de la grafica.
FUNCIDN SENO Y FUNCION ARCSN.
-r;,iJ d. C1Al,<.s-A),(sg),Q~J.(tO)











FUNCIONES COSENO r ARCCS.
fi~S
FUNCIONES TANGENTE r ARCTN.
-1t/2.
j [J>,lJi) 4. ('1~),~~),('7~('8),~')
I f 1J1,o) df. (S't-)




-1'Ij..& - - - -
I















Una interpretacion de las funciones que hemos estudiado,
son las "Funciones Trigonometricas" de.finid.asen el llama-
do "Circulo Trigonometrico", 0, en un angulo en "posicion
canonica" en un Sistemas de Coordenadas Cartesianas.






(II) CS Q. =*
(III) t", a. =~
"-














F i '} IS
Donde om =Of 11 I (~, 1) son las coordenadas del pun to p.
Comprobaremos que estas definiciones satisfacen los axiomas
y defipieion~enunCiadOS •.... "
En e f'e c t oj
(I) satisface; (1-A) puesto que se trata de una re l ac i on
univoca.





Puesto que 'l'!'\ se toma siempre como posi tivo,11111~,"".
Porque para a.= 0, "I =a O.
Porque o."'~,1="". (7-A) por,,,e Sl\ (-0..) =::;t .
existen diferentes demostraciones. La que daremos
esti basada en la invariancia de la distancia respecto al
Sistama de Coordenadas elegido.
Se condideran dos angulos 't y b en posicion canon i ca r-es-e
pecto un sistema '1.., '( • Se cons.idera adetnas el angu Lo b- 0..,
en posicion canon Lea respecto al sistema x', Y'. Se es cc--
gen .,. t ~ tales que OfJ =O~ = m (fig 1/)) En estas con-
diciones podemos escribir;
Resulta entonces;
0= (t- J.~- (%.,- x.}'t ~\- OS.t- {x:-:x.~r- (~(-'1~f
=1I't ~o. - cSl.f+(!)oICl-S1'I>>"'_(I_CS(L_q y
-sn·(l.-tll]= 7Y\·[1-1-1-1-1-.f,cso.. e~b
-Zs", a.. ..... b ~ 2C5(b-o.l]
= - cs 0.. CS L - 511 0.. 5"1\ b + CS (b- 0..) = 0
o sea,
Co;(b-o.)- CS 0.. cs b+ Stl (J. nl.b
De esta relaci6n es
faci1 deducir (S- A).
X,
Fi,16
Es trivial comprobar la correspondencia entre las definieio-
nes (II), (III), (IV), (V), Y (VI), con las (9-D), (44-D),
(45-D), (76-D) y (79-D).
Nos falta verifiear (6-A)
En efeeto;
De la figura IS se defuee facilmente por semejanza de
triangulosque,j=~=..Mll. dedonde "1<MH, 0
~ ON m
S'l\ Q. -c t'll /I.,.
Ademas se puede inferir la relaei6n,
Sn 0.. < o, < ~(lI
Dividiendo por SI'la. , obtenemos
1 <_0.- <~-
S1l a.. S1'\ a..
que nos prueba la primera desigualdad de (6-A).
Ademas de 0.. < t1'\ Cl dedueimos;
Iue go ,luego I
de donde
, de donde
y finalmente
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